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1-3. 
INTRODUZIONE 


Vorrei presentare alcune applicazioni a problemi differenziali con- 


creti di un risultato di esistenza e unicità per la soluzione dell'equazione 
(1) BMu + Lu = Fu); 


nella (1) B è un operatore lineare chiuso invertibile da E in sé, L e M sono ope 
ratori lineari chiusi da F in E, E ed F spazi di Banach complessi e F è non linea 
re da un sottoinsieme di F in E. 


Vogliamo subito notare che l'equazione più generale 
(2) BMu = f(u) 


può essere messa sotto la forma (1) se, per esempio, f è differenziabile in un 


punto U di F, perchè allora (2) diventa 
BMu = f'(u)U + G(u), 


G(u) = f(u) - f'(uU 
E' opportuno richiamare le ipotesi che sono state fatte in [5,6] per 
trattare la (1). 


(A) D(B) è denso in E ewzeC, |m-argz|sg<Kn/2 


esiste (B-2) Te @ (E) e 4(B-2)"; 2(E)]sc(14]2])". 


(B) L è invertibile, 2(L) = D(L)CD(M) e wz, |argz|K mt-gte, e>0 
piccolo, esiste (241) € L(E;F) e c'è C>0 tale che, se T = mt, 


Ica); 206) {(ar+1) 7; L(E)|sc. 


I- 4. 


Sia T la curva orientata di C parametrizzata da p>p exp(+i®),p2a 70» 0=gte/2 e 
pa, exp(ip), |o|sd. Sia poi v7(E52(8)); = 10 spazio di interpolazione reale 


tra E e 2 (B). L'assunzione (0) è la seguente: 


(C) 30€ ]0,1[ tale che Wzer esisto il commutatore [Bs (2741) 1), esso 


ha estensione limitata da E in sé e da Vi in sé, con 
max ((8:(27+1) 711; @(8)1 1183 (2141); (VI psc(1+] 21, 0so<1. 


Veniamo alle ipotesi su F(u). 


Sia r>0 e poniamo Stnevthivglsn. 


(D) C'è una costante k>0 e una B>O, B<k, tali che 


Fa tn)v,lsrk vheS, 
Ri st 
IF h,)-F(L hp) vplselhj-hgiVgl» hyoh2€ do 
Si ha [6]: 


Teorema 1. Valgano (A),(B),(C),(D). A/fora (1) ha esattamente una 


soluzione u tale che Lu€ Vo: 


Una applicazione. 
Sia L(t), M(t), Ostst, due familie di operatori lineari chiusi da Y 


in X, X,Y spazi di Banach, tali che 


(i)  L(t) è invertibile wte [0,1], 


(ii) 2(L(t))CA(M(t)) , yte [0,1], 


(iii) toMm(t)L(t) 7 = T(t) è continua da [0,t] in L(%), 


(iv) tL(1)7 è continua da [o,t] in £(X,Y). 


(v) H(2T(t)+1)"T; 200) I=ILÙt) (aM(#) 1 (4)PT; LAX)Iscost, Wz, Rez>0, Ostst 
(vi) tot(t) e cl Fo, ti (x)1e 


Ig (2T(6)+107I 3 200)1 s c(1+12/)!"P, 0g0s1, 


(vii) JT'(t)-T'(s); £(x){sc{t-s|F, ogesi. 


Lemma I (27(t)+1)"! - È (et(8)+1) 1: £(NISC|t-5]° lA, 


Dimostrazione. Si ha 

FT) +1) - 2 (2r09)4)" - 

= 20(27(8)+1) IT" (s)(27(8)+1)® - (arte) +) (1) are) 
e, inoltre, 

(ats)+1)"L(2r()4)"! [ 2 (+) 
implica 

I(2T(8)+1)"1 - (27(t)+1)"*; £()[sc(14]2|)}?P|t-s] . 


Prendiamo E = Co IOTiXI s 2D(B) = tue cl [0,014]; u'(0) = 0}, 


Bu = u', cosicchè (E,D(B)), sE e {u:[0,t]>X; u continua, 


1-6. 


pax Ju(t)3x] + sup PCOEUISÌAL = pull, <=, u(0)=0) = cot0, 13%. 
Ostst ost, Sst |t-s] 
tàs 


Sia OKuse. Allora vueclo,t3X1, 
pet (arte) utt) - EE (21(8)+1)" ul) è 
< clt=s]5 |2|2"Plu(t);xt+c12|19]u(t)-u(s);x1 

e così 


HEÈ (ar(e)+) ut) tÈ (21(8)+1)"MulsHM 
at ds _ sc} j. 
t-s]® w 


Di qui, poichè l'operatore [B;(27+1) 1) è l'operatore di moltiplicazione per 


7 (2T(t)+1),si ha 
ee: (r+1) ar cerisco+tz)!? , (per ta (vi), 
pressata (v)isct+]21)?"?, 


e quindi, per interpolazione, poichè il teorema di iterazione ci assicura che 
(EV 0,0 = ba, , 0<o<1, si ha 


prestate) suv, Misccitz)1 0079 


Pertanto, se 0<o<p, si ha una stima del tipo (C) in ogni spazio N, con 0<v<pe. 


Osserviamo che se e=1=0, il caso migliore, allora v può variare fra 


0 e 1. Pertanto, in forza del Teorema di esistenza di [ 6], 


154, 


Teorema 2. Valgono (i)-(vi) e sia 0<v<pe. 
Sia feC'lo,t,X] e sia mf * tale che m(FT(0)v) E A(T(0)), 


f(0)-v-T'(0)v. E (T(0)). 


Allora il problema 


da (M(t)u(t))#L(t)u(t) = f(t), Ostst, 


lim M(t)u(t) = M(o)u(o0) = w 
tro 


o’ 
ha una unica soluzione stretta u con L(-)u(-)e CLo,t;X1. 


Esempio 1. Sia 9 un dominio limitato di R" di classe e Si assume 
che 


A(t,,D) = YO a_(t,)0" 
|a|<2m 
è fortemente ellittico, uniformemente in te [0,t] e per ogni t i coefficienti del 


le derivate di ordine massimo sono continue in 9 e gli altri coefficienti sono li 
mitati e misurabili in 92 e 


max sup Lal (£,x)-a 0 (5,0) pst1t-s]", k=0,1, a01(t,3)- 


d 
Tra (tx) 
|a|lszm xeg dota” 


O<hsl. Sia 


B.(t,x,D) = >. b,g(to008 , j = luccio Xe 
: Iglsm, s 


un insieme di operatori differenziali normali, soddisfacente, per esempio, le ipo 
tesi in [15, p. 140]. Posto, per l«<p<o, 


1-8. 
D(L(t)) = (weWo"lo) 5 B;(t,x,D)u(x)=0, xe 992, j=l,...,M} 


(L(t)u(x) = A(t,x,D)u(x), ueD(L(t)), 


DI 


M(t) = I = operatore identico, 


se si prende X = Y = LP(£) , si vede [15, pp. 140-144] che sono soddi- 
sfatte tutte le ipotesi (i)-(vi). 

Kato e Tanabe nel lavoro fondamentale [9] hanno dato un esempio mol- 
to generale di operatore L(t) definito da una forma sesquilineare in uno spazio 
di Hilbert, a dominio dipendente da t, per cui tutte le condizioni precedenti 
valgono, con p = 1/2. 


Sempre a proposito di forme sesquilineari, diamo un secondo esempio. 


Esempio 2. Siano WGVGH spazi di Hilbert complessi e separabili, 
con immersioni continue e dense, e così si può,identificando H col suo antiduale, 
dedurre che H GV' G W' densamente. 

Per ogni te [o,t], 1>0, siano asftsusv),usveV, az(tixy), xsyeW, 


due forme sesquilineari su V e W, rispettivamente, tali che 
la (t5u,v)|sclusvi INAZE 
Re a _(t;u,u)2C Ju;vi? 
o Us se: 2 9. » 
laj(t5xy)|sC3b;Wl IysWl, 
aj(t;x;x)20, telo,t], xEW. 
(1) 


a(tsusv),a,(t5x:y), u,veV, x,yeW sono di classe C int e 


1-9. 
lay(tsu,v)|sC, Jusv] Iv;vl 
lap(tsu,v)-at(ssu,v)]scs|t-s]%usvi |vsv],0<es1. 
' . . . . 
lay(tsu,v)|scgla,(tiu,v)|,u,vev, laj(tsu,v)-a,(s;u,v)]s 
s C_|t-s]“]u;w] [v;w]. 


Posto D(L(t)) = V, (L(t)u)v = ap(tiusv), usveV, D(M(t)) = W, (M(t)x)y = 


= aj(tixy), X;yEW, si vede facilmente che valgono (i)-(vi), con p= 1, e (vii). 
Si noti, infatti, che (u(t)73): = Lt) core)! e 


Lett) EL(5)"fsvlsclt=s]Kfv], 
poichè 
I[L(t)-L(s)]u;v'|sk|t-s] lusv], 
IL'(t)-L'(5);1(V;v")]sk, t-s15, IM(t)-M(s);L(v,v')]sk,|t-s] ; 
IM'(t)-M'(s);L(v,v')Isk,|t-s]°. 


Applicazione. Sia 9 un aperto limitato di R", nz1, a frontiera 99 


regolare. Si pone 


n 
a (tsu,vì = )O Satta du Di A "QAS 0/0 
o isp “a DIN + c(t,x)uv)dx , usvek(2)= VG L'(0) = H, 


dove i coefficienti à;jr c sono sufficientemente regolari e 


v z v " 
a..(t,x)z.2.3 Y iz.” , 2160 
o e UE e : 


c(t,x)z0, y°0. 
Sia m(t,x)=z0 continua su [o,t] x sà. Allora come aj(t;uv) si prende 


a.(t;u,v) = INTOSITTE 
1 2 


Ja condizione fondamentale sulla m(t,x) per poter applicare il Teorema 2 è che 


esista mlt) continua e 


| IECSTOIOT | s cI fatt, x)ut vw] 
È Q 


Chiaramente, ciò è soddisfatto se m(t,x) = k(t)m(x), con |k'(t)|sc k(t). 


scelta possibile per aj(t;u,v) è data da 


n 
asftiun) = DO fo, ea 


i.j=1 © (a 
n _ obi. 
dove La bi j(t0)2;7;20 vz, complesso e biso e sono opportuni. 


i,j=1 
Osservazione 1. Se M(t)EL(V;V') ha inverso limitato con 


clusvisiM(t)usv'Isc,lusvi, cioè, nel caso precedente a (tsu,u)2klusvi5, 


ipotesi laj(t,u,v)|sklusvl vv] assicura che Lett); 201) I, 


| (artt) +1)" 1: L(V')sCost. Quindi se a, (tsu u)akuivi®, k>0, uEV, e 


lai 


1(tsu,v)-aj(s;u,v) [sclt-s]"lusvi Ivivl. 


Un'altra 


k>O, la 


il Teorema 2 si applica immediatamente. 


Questo permette di trattare equazioni di tipo Sobolev. 


Osservazione 2. P.Acquistapace e B. Terreni [1] hanno mostrato che sot 


to condizioni analoghe a quelle dell'Esempio 1 si possono dedurre tutte le stime 
(i)-(vii) quando'X = C(9) invece di LP(a), 1<p<o, 


Osservazione 3. Sia M un operatore limitato e non negativo da H in 
sé, dove H è uno spazio di Hilbert separabile. Posto aj(u,v) = SMu,v>, (<,> de- 
nota il prodotto interno di H), se ap(tiusv) è una forma sesquilineare nello spa 
zio di Hilbert V immerso densamente in H soddisfacente le condizioni dell'Esempio 
2, poichè Rexa, (u,u)+a_(tju,u)zclu;vI", per ogni ueV, quanto detto in tale e- 
sempio consente di trattare problemi degeneri del tipo 


(Mu) + L(t)u = f, 


con fEC'lo,tIV']. 


Veniamo al problema non lineare. A_ tal fine, supporremo 
(H) C'è uno spazio di Banach uf G Y con immersione continua tale che 


i 


IL(t) -L(5) 1; 20,1, )ls k |t-s|", 0Kasi. 


(K) (t,y) + f(t,y) è di classe ct come applicazione da Lo,t]x V in X, 


essendo V un intorno di uf Y]}02(L(0)) in i ‘e 
af af . ; nc lBelvay: 
Fix (0) gx (59 201 0ISK(Jt-s|4lx-ysY,1), 


t,s Elo,t], x,yEV; 


IRE (0,0) 20130 sn,n piccolo 
(L) u_ = Mo)u, 
f(o,u,) - (I4T'(0))L(o)u € 4 (T(0)). 
Teorema 3. Valgano (i)-(viî), (H), (K), (L). Sia 
ddvé pi; vsa,bsi. 


Allora se t,n sono sufficientemente piccoli, c'è una unica soluzione 


stretta u del problema 

(3) SL (M(t)u(t)) + L(t)u(t) = f(t,u(t)),  Ostst, 
Mt)UCt) teo © Wo 

tale che  L(-)u, 2 (M(-)u(-)) e C* to, st). 


Applicazione 1. Sia L(t):D+X una famiglia di operatori lineari chiu- 
si a dominio indipendente da t, M:Y +X chiuso, tali che 


(4) L'(-)EC[o,t;L(D,X)], IL(0)(2M+L(0))"}: L(X)| <s Cost. Rezz0. 


Il problema lineare 


(P)' di (Mu(t)) + L(t)u(t) = f(t), Ostsi, 
Mu(t) |t=0 n 


I-13. 
si scrive nella forma (3), con 
f(t,u) = [L(0)-L(t)]u + h(t), télo,t], ue. 
Si prenda D come spazio Y nel TEOREMA 3. Allora 
af _ 
FIA CAIOO, = 0 


e (K) è soddisfatta .se he clU fo, 1x1 e 


Hic (ts) 35 (5,v)sL(D;X)fs]L(t)-L(5)51.(0;x)Isk]t-s15, 
la ben nota condizione H.Tanabe [vedi [15, p. 118], per esempio]: 
-1 
(5) lEL(t)-L(s)]L(0) 7; £(x)Isk|t-s]f. 
; -1 VR si Pri si 
Poichè L(o)[L(t) “-L(s) ‘]=L(o)L(t) [L(s)-L(t)]L(0) “{L(0)L(s) ‘}, anche (H) 
vale con o = B. 
(L) diventa la condizione di compatibilità in t=0 
(6) h(o) - L(o)u € #(ML(0)"). 
Pertanto: 
Teorema 4. Valgono le ipotesi (4), (5), (6). 
Allora il problema (P)' ha una unica soluzione stretta su [o,t],t 


sufficientemente piccolo, Yhe cl fo, t;xi. 


Esempio 3. Siano a(tsusv),u,ve V, a](y), x,ye W forme sesquili- 
neari sugli spazi di Hilbert.V,W,VG WG H, come nell'Esempio 2, tali che 


la (tsu,v)]sclusvi Ivivl. 
Rea (t,u,u)=c quivi? c,>)0 
to) . . 2 E E] 2 F] 
(E) laj(x,9) |sc3lxsWl lysW] , 
a (u,u)z0 WuEV, 


Ja_(tsu,v)-a ($su,v) |skit=s1lusvI v.vl» 


Yu,veV esiste la derivata apltiuav) e 
la(tsusv) - a'(ssu,v)|sclusvl vivi |t-s]î , o<asl. 


Allora (vedi [15], pp. 144-145) le condizioni (4),(5) sono soddisfat- 
te. Se u, € h verificano la (6) si ottiene Ja risolubilità di (P)'. 

Notiamo che applicando direttamente il Teorema 1 si potrebbero inde- 
bolire le ipotesi di regolarità su agltiusv) e h(t). Basta osservare che, con 


h(o)-L(0)u, = ML(0)Îv,, 


h(0)-v, 


{L(0)-L(t)1L(0)"Tw(t)+1 (0)-L(t)1L(0)"]{v tv, t14h(t)-h(0)-v,t,si ha 


F(w)(t) 


#(w) (4) ()=[L(0)-L(t)1L(0)"Ltw(t)-w(5)1+11(5)-L(t)1L(0)"îw(5) + 


+ (t-5) {L(0)-L(t)1L(0) "Tv +s11(0)-L(t)1L(0)v#11(5)-L(8)IL(0) "No tnt) -h(5)+ (5) 


e così 


IF(w);cYto,t; v'Ilsc afIm;cYto,t3v1]40 B- "Piwoo [o,t;V']f + 
+ ty! Iygivbere8 vs v'ltc cali DE sa cIn,cÉto,t;v'1] + 
+1l°%v V| o uniformemente su |w;C°{o tiV']fsr 

1° T+0+ all ad vr) 


Inoltre 
[F(w)-F(wp) 010,7; vi si maggiora con 


IL (0)-L(t)]L(0)7}; L(V')] Im -w, 505 (0,t;v"1] + 


L(t)-L(s)]L(0)7}; (v' 


+ (su 
i It-s]8 


“Vv Vv ap V BEYTÌ 
*Ci lu -wy 30 L0st3V Ils 


iS Cr "lu, -wgiCt[o,tV Il. Di qui: 


Corollario 1. Va/gano Si le ipotesi in (E) e sia 0<vKB. Se 
hec'ro,t;V'] 3 h(0)-L(o)u, € PR (MLT hi allora c'è una unica soluzione stretta di 


(P)' su [o,t]st sufficientemente piccolo. 


Applicazione 2 (Equazioni integro-differenziali). 


Sia K(t) un 4 sa lineare chiuso da Y in X per ogni te [o,t] ta- 
le che (s,t) + K(t- -s)t(s)"} è continua da A = {(s,t); OssstsT} in L(X).Siamo inte- 


ressati al problema di trovare una soluzione stretta u = u(t) per 


t 
sd (M(t)u(t)) + L(t)ult) -J K(t-s)u(s)ds + f(t), Ostsx, 

(P)" 0 
M(t)u(t) 


It=o 7 “o” 


1-16. 


Allo scopo, si assume che L(t), M(t) soddisfano (i)-(vii), (H) ed esiste uno spa- 
zio di Banach ‘i G Y tale che 


D(L(t)) GY} GS D(K(s)) wt,se [o,t] 


(M) 
e  K(t) è continuo da [o,t] in L(Y3%) A 


Adoperando una tecnica analoga a quella che ha portato al Corollario precedente 


(cioè, applicando direttamente il Teorema 1), si vede [cfr. [7]] 


Corollario 2. Valgano (i)-(vii), (H), (M), 0<v< min{pe,a}. Allora 
per ogni f € C'lo,t;X] e . * T(0)v, tali che f(0) - (I#T'(0))v, e R(T(0)), il 
problema (P)" ha una unica soluzione stretta locale u, con L(-)u(-), da (M(-)u(-)) 


€ C'lo,t;X]. 


Applicazione 3. Siano A(t,x,D), B;(t,x,D), j = 1,...,m ope- 
ratori differenziali come quelli dell'Esempio 1. 


Posto 


K(t,x,D) = > c (t,x)D", 
Irlsa * 


dove 0sqs2m 
e le c_ (tx) sono regolari nel senso che 


max sup |c_(t',x)-c (t",x)|s<k \t'-t"]?, o < asl, k?0; 

Ixlsa xeîì Li 
x È yÉl»P A 5 
si prenda come \ lo spazio (2). Il Lemma 5.3.4. in [15, p. 142] assicura che 
(H) è soddisfatta (X = LP(9)). 

L'operatore K(t) definito da K(t,x,D) è continuo da [o,t] in L(Y3%) 
in forza della ipotesi di regolarità sui suoi coefficienti. 


Così si può utilizzare il Corollario 2. 


1-17. 
Applicazione 4. Mettiamoci nella situazione dell'Esempio 3. 


Assumiamo che Wte[o,t] , K(t) è l'operatore lineare associato a una forma sesqui 
lineare ap(t;u,v),u,ve V, tale che 


lag(t5u,V)|schusv] [vivi 
lap(t,u,v)-ap(ssu,v)|sc, |t-s]® Jusv] [vsv].,u,vev, 
(t,s)e[o,t]x[o,t], o<asl. 

Le ipotesi del Corollario 2 sono così tutte soddisfatte. 


Ulteriori risultati astratti. Accenniamo come problemi a prima vista 


più generali possano ricondursi al problema (3). 


Sia M(t), ostst, una famiglia di operatori lineari chiusi da Yi in X 
e sia g(t,u) una applicazione da [o,t]xV a X, dove V è un intorno di ue vii X e 
Yi sono spazi di Banach. 


Assumiamo g di classe cl) con " (t,u,) = L(t) ELY 53). Scriviamo 


l'equazione 


(P), 4 (M(t)u(t)) g(t,u(t)), Ostst, 


sotto la forma 


di (M(t)u(t)) -L(t)u(t) + {g(t,u(t)) +L(t)u(t)} 


Se Y(t) è un sottospazio di Yi Ytelo,r] tale che la restrizione di (t) a Y(t), 
che denotiamo con L(t), soddisfa tutte le assunzioni (i)-(vii), allora il Teorema 3 


ci permette di risolvere 


dt (Mt)U(t)) = -L(t)u(t) + Co(t,u(t))+ L(t)u(t)} , ostsr, 


M(t)u(t) lemoo* 


purchè mM(o)u» uf D(L(0)) = Y(o), 


L(t) soddisfa (H), 


g(o,u) - T'(o)L(o)u, € R(T(0)). 


Notiamo che, definito F(t,y) = g(t,u) - SE t,u )u , si ha 


© | 
2 


9 2 B 
133 (t,0,) - SH S3up); L(Y,3X)IsK(|t-5] +Huj-upsY;1), t,5€ [0,1], u] 3 up € Vs 


1°" 2 


(0;u,) = 0. Quindi, 


Teorema 4. Valgano (i)-(vii) e (N). Se o<v<pe , vsa,Bs1, allora c'è 


una unica soluzione locale stretta u del problema (P);» soddisfacente M(t)u(t) 1.0” 


= Mo? L(-)u(-) e C'[o,t;X]. 


Le ipotesi del Teorema 4 si semplificano nel caso in cui M(t)=M è in- 


dipendente da t e anche IG (t,u)) non varia con. t e u. 


Posto L = - = (o,u): D+ X, F(t,u) = g(t,u)-Lu, si ha 


n 

aÈ aÈ _ 39 29 
ault>t) 7 3ul5»4p) — 3u (t,u,) 7 3ul5»42) 
i ” 

2u(0»Uo) sh 


Pertanto, 


Teorema 5. Gli operatori M e 330,0) = L soddisfino 


pu(a41) 7}; L(X)| < Cost. wzeEC, Rezzo, 


g = g(t,u) sia di classe c61) da [o,t]xV in X, dove \ è un intorno di uf Di 


D= 2(L). Se 


1-19. 


dg _ 39 . a tir 
Byltsu,) di (ssun);L(D,X){sKk(|t s|" + lu, un30I), t.,se [0,1], usu€ V, 


g(osu,) (=.F(0,u )-(1+T"(0))Lu_) e#(M."*) = N(D), 


allora vale la conclusione del Teorema 4. 


Un esempio banale. Trovare u,v regolari da [o,t] in R( oC) tali che 


(utv)'(t) = -ult) + v(t)? 
2° ‘OStst , 
o = -v(t)+l-u(t) 


u(o) + v(o0) = 0. 


Si noti che, posto u(o) Us v(0) = Vo? deve essere Ae 1-uf e quindi 


wu 1 = 0, v_s= Uo (condizioni di compatibilità). Queste le ritroviamo nel 


Teorema 5. _ * 
-1 N, 1 2u 


Si ha J (u,v)= = - e questa è inver- 
g'\o’o 
-2u -l 2u 1 
l) o 


tibile. La condizione g(o,u)e@ (ML!) diventa 


= per certi xyeR 


cioè LA = lu: Infine la condizione iniziale impone U * LA = 0. 


I] problema 


di (Mu(t)) = -L(t)u(t) + f(t,u(t)), ostst, 
(P), 


Mu(t) [1-0 = Mo? 


nel caso in cui D(L(t)) = D è indipendente da t, è trasformato in 


2 (Mu(t)) + L(o)u(t) = [L(0)-L(t)Ju(t)+F(t,u(t)), Ostst, 
Mu(t) t-0 = W. 


O) 
Ne segue che se valgono (4), (5) (la condizione su L'(t) può essere eliminata 
applicando il Teorema 1 direttamente), f è cl) su [o,t] x V, a valori in X, es 
sendo V un intorno di uf D, 

af Mai 8, 
(7) Ip(tau,)- g(5+0,)1(03x)Isk(]t-51" + luj-up501), 

Oss.,tst , U]3U9€ V, 

-1 
f(0,u,) - L(o)u € (ML(0) ), 


af : . K 
La (su): £L(D;X)| piccolo, 


allora (P), ha una unica soluzione locale. 


D'altra parte, scrivendo 
- LCEYU(EeF(tyu(8)) = «Ll0)U(t) + Gr(osu )U (8) + 


+ [u(o)-L(t)Ju(t) + EF(t,u(t)) - Efo, Ju(t)I + 


T-ig, 


riconosciamo che se valgono ia (4) con L sostituita da L(0) - 20, ) (si po- 


tranno applicare teoremi di perturbazione) e la (5), 25 t,u) soddisfa la (7) e 


f(0,u )-L(o)u e# (M[L(0) - 3 (0,u,)1"®), possiamo concludere con esistenza, uni 
cità e regolarità di una soluzione per (P)o. 


Nelle applicazioni che seguono si cercano soluzioni a valori reali, 
partendo dalla assunzione che il problema /ineare associato abbia, in relazione 


a dati a valori reali, soluzione a valori reali. 


Applicazione 1: Equazioni semilineari 


Sia acR" un dominio limitato con frontiera regolare 99 e siano 
A(t,x,D),B(t,y,D), Ostst, XE, yYE 32, operatori differenziali come nell'esempio 1. 


Sia f(t,U) suse a Un) una funzione di classe cl2) in te [0,1], 


2m-1 


n 
UfER, USER... au ER" 3 


1 2 2 


sia 


F(t,u)(x) = f(t,u(x), Du(x),<..,02"1u(x)), 


i lo| 
dove DI sta per il generico operatore - K s lal=j, Kt kid» 0s 


3% ...2%, i 
Sjs 2m1, a=(k a+ skn) 
Formalmente, attraverso notazione matriciale, 


v 


EE t,u)v) (x) = FE (t,0(2) ,...,0°9"1u(x))v(x) + 2 (t,0(x) ,...,0°""1u(x))0v(x) + 
1 2 


te +7 (tu) (x), 


dove a (t,u) denota la derivata di f rispetto alla (j+l}esima variabile; 
J 


j = 1,2033201. 


Vogliamo applicare il Teorema 3 a X = LP(Q)=Y,1<p<o , i = ms P (0). 
Sia pdn. 
Siano u juge W"P(a), Ju s°"P(0)Ilugi"*P(0)] sR,R>0. 


Allora, in virtù del Teorema di immersione di Sobolev, [11, p. 208], se 1 è pic 


colo, 


lt; (tu, (4), DU, (x)... 0°9 du (4))- si (53u,(x),-+-,D 


c(R) (Its |uy(x)-u(x)|+|Du(x)-Duy(4)|+...+10°9" lu, (x)-0°9""u (0 15 


IA 


UA 
IA 


c(RYC]t-s]tluy-u,30(A)1+- 410°" du -0°9 du 01 


2MP(0)]}. 


A 


C'(R){[t-s[+u,-ug;M 


Pertanto, poichè di nuovo il suddetto teorema di Sobolev assicura 
che F è differenziabile rispetto a u, si ha 


2m-1 


alt (t,u,)- F7(5:up)1v)(x)]sC"(R)(|t-s]+lu)-up; Y,D 4 10 v(x)| 
t,s€ [0,1], lusY,l sl un;Y ÎSR; 


Si noti che, per mostrare la differenziabilità di 1? 


ecu) Et) 10=A (tx) +00) ,DU(x)+ (x) 30° du (x)40 Dem p(x)) - 


- f(t,u(x), Du(x) +0 (x) = 


1 
-[ 2 (t,u(x)+6h(x)s...,0°9"Lu(x)+00?"1p(x))do rs 
(0) 


1 
-[ cet u(x)+0h(x) 0°" u(x)+002""Th (x) )h(x)+ 
(o) 1 


+ 2L (t,u(x)+6h(x),...)Dh(x) + 
52 


Î (t,u(x)+0h(x) 30°" (x)+602h(x))02""Ih(x) do. 


fui 


Ma allora 


Malta) Si (8a): LP (0); 1P(2))I5 CCRY(Jt=s lu, -u,;W2"P()}), 


ost,sst piccolo, Ju ;Yl. lupsY, Is. 


I] Lemma 5.3.4. in [15, p. 142] di nuovo assicura che l'ipotesi (H) è soddisfatta, 
con a=l. 


Pertanto, se ue 2 (1(0)), le derivate parziali 3 (0,4 (x) 0291 (0) 
j 
verificano sup li (0%, Ue 0491 (x))]s n, con n sufficientemente piccolo e 
XE 


posto vo *) = (L(o)uXx) = A(o,x,D)u_ (x) » 
(8) xof(0,u (x) Du (x). ,0°9" 11 (4))- (I +e) }=9)V(*) E D(L(0)) 


(ciò impone condizioni di regolarità a f e uo » allora si applica il Teorema 3. 
In casi semplici, come problema con condizioni di Dirichlet, dominio 
di L(t)= 2(L) = ORIO la (8) comporta che 


"* F(0,U (x)... ,0°9 da (x))-L(x,0)u (2) 


per x€ 92 si annulla, insieme alle derivate di ordine sm-1. Quindi, condizioni su 


f(0,p,3Pp»- sà Pam) è 


Se, per esempio, m = 1, dovrà risultare 
x + f(oyu (x), Du_(x)) - L(x,0)u (x) EWP(0) 
e f(0,u (x), Du (x)) - L(x,D)u (*) = 0 Yxe 32 . 


Quindi, poichè ue W'P(a), ul) = 0 su 99, se anche L(x,D)u_(*) = 0 in 99, la 


nostra richiesta si riduce a f, U, regolari e 
n 
f(0,0,p)= 0 WpeR. 


Equazioni del tipo precedente sono state considerate da Pazy, Kielhòfer, 
Sinestrari-Vernole [10,11,12], ma senza regolarità temporale e con domini indipen- 


denti da t. 
Osservazione. La restrizione sulla piccolezza delle derivate 


2m 


—-160,,@ lu (4) 


dE. 
Ù: 


può essere tolta [vedi l'osservazione seguente il Teorema 5] se D(L(t)) è indi- 


pendente da t e -[L(0)- 2 (0,u)1 genera, per esempio, un semigruppo analitico in 


LP(a), con dipendenza regolare da t,u per L(t) e 2E t,u) come in (4), (5), (7). 


Applicazione 2. (Equazioni degeneri) . 
Mettiamoci nella situazione dell'Osservazione 3, con due forme sesqui- 


lineari agltiusv), aj(usv), u,veVGH, Ostst. Consideriamo il problema 


(Mu) (t) + L(t)u(t) = F(u(t)), Ostst, 


Mu =W, 


|t=o 0 


dove L(t) e M sono gli operatori lineari associati a ap(tiuv) e aj(usv), rispet 


tivamente, e F agisce da V in H in modo cl!) e 


IF'(u,)-F'(u,); £(V;H)] sk lu -up;VÎ s Ju,;vi sR, 


IF'(u 7): £(V;8)] piccola, UE V. 


F(u,)-(1+7'(0))L(o)u € # (ML(0)"!) . 


Per esempio, se V = H} (0) , Hs Li (9), 


F(u)(x) = a(u(x)), 


a di classe cl1) da R in sé, sempre per il Teorema di immersione di Sobolev, se 


upupe Ve lu,;Vl s R, si ha ( 2 Ju, (x)|sC(R)) 


fiat Int) - a'(u,(x))h(x)|Fdx s c'(R) J Ju, ()-u,(%)1“|h(x)1°dx 


< C'(R) Si sup. Ju (x)-up(x)|1° [hn(x)]Zax s c"(R) Ju-up;vi°IhsvIZ. così, se 
2 Xx 2 


sup la'(u 0) | è convenientemente piccolo, e valgono le condizioni di compatibi- 
x 


lità (8), il problema è risolto . 


1-26. 


Nel caso in cui apltiusv) = atuv)» aj(usv) = f ndutgiar, la (8) si legge: 
(o 


az eH (2) tela 


(9) f ata (IRC = alto:8) — aj(z.h) 
2 
d 1 
per ogni hEH (0). 
Sia o = JO,1{, as(u»v) - fumi ma 


2 


Allora, se Uo è regolare, 

CRICETI) = - Surcoiitimar 

2 
e la (9) si traduce in 
1 

au (x) ni us(*) = m(x)z(x) x€9, z opportuno elemento di H (9) 
(compatibilità con l'equazione differenziale in t = 0). 

Applicazione 3. (Equazioni di Navier-Stokes astratte, 1° approccio). 
Siano A,C,K operatori lineari chiusi da X in sé, da Z inXe da X a Y, rispetti- 
vamente, X,Y,Z spazi di Banach, tali che -A genera un semigruppo olomorfo in X 
ed X può essere rappresentato come 


X = N(K) @ R(C). 


Studiamo l'esistenza di vec t0,1;0(A1 MC foci, p= p(t) = Ca(t) E C[o,t;X] 


per cui 


" 


u'(t) + Au(t) = p(t) + F(t,u(t)) + K(t), Ostst , 
(P 
Ku(t) = 0, ostsi, 


dove F è continua da [o,t]xY, in X, e Y, è un altro spazio di Banach tale che 


1 1 
D(A) G Ye X e hEC[o,t;X]. Diremo che una tale coppia (u,p) è una soluzione 


di (P),. Denotato con P l'operatore di proiezione su N(K), notiamo che se 


vec foxts0(A)1 Me fo, tsti soddisfa 
(10) u'(t) + Au(t) = PF(t,u(t)) + Pk(t), ostst, 
allora la coppia (u,p), con 

p(t) = (P-1) {F(t,u(t)) + k(t)} 


è una soluzione della equazione in (P)3. Così (P)a è soddisfatta se, inoltre, 
Ku(t) = 0 WtElo,t]. 


Assumiamo 


Esistono due operatori lineari chiusi 54, 3 definiti nello spazio di Ba- 
nach J tali che 4,% commutino (nel senso che i risolventi di essi 
commutano) e valga (A), (B) con /,1,® al posto di L,Me B, ri- 


(Q) spettivamente, con J al posto di E = F, e 
KAu =/Ku , ue2(KA), 


KBu =®Ku , ue2(KB). 


Qui, naturalmente, B denota l'operatore u + u', 2(B) = fue Co lost;X]; u'(0)=0} 


Ora, la soluzione u di (10) è necessariamente definita da 


a 2a)" J (2+4)71 (8-2) "PEF(-,u(-)) + kdaz 
T 


e allora 
"Pes (ani)? f (240) (4-2) KP{F(-,u(-))+k}dz = 0 
) ta 


Così, sotto la condizione (0), se -A genera un semigruppo olomorfo in X, 


(t,y) > F(t,y) è cl) su [o,t]}xY] (a valori in X), dove D(A) GY GS X, 


E (t,u,)- SE 5,0), 201,001 s k([t-s[+]u,-ug;Y,}); 
(11) . 
(1) 


ost,sst, Ju,st,llupit, l sr, KEC'[o,1;X], dove reR', 


P{F(0,0) + k(0)}ED(A) , SE (0,0) = 0, 


si può applicare il Teorema 3. 
Analizziamo il problema (P)con condizione iniziale Uo # 0: 


(1) 


Trovare u € C[o,t;D(A)]}NC' “[o,t;X], peClo,t;X] tali che 


u'(t) + Au(t) = p(t) + F(t,u(t)) + k(t), ostst, 
(P), Ku(t)=0, Ostst, 
u(o) = uf N(K)ND(A). 


Sia, inoltre, us” D(KA), (cosicché KA L'ala AK) = 0). Posto 


u) = AU + P{F(0,u,) + k(0)} 


v(t) = u(t) - UL tu,» 


se ue D(A), allora (P)y è ricondotto a 


u'(t) = -Au(t) + PIF(t,u(t)) + K(t)], ostst, 


u(o) = us: 


(1) 


e quindi a trovare ve Co to:t3D(A)1NC, 


[o,t;X] tale che 


v(t) + Av(t) = P{F(t,v(t) + uttu,) + k(t)} - Au -u-tAu, , ostst. 


Notiamo che se g(v) è definito da 


g(v)(t) = P{F(t,v(t) + uttu)+k(t)} - Ra curi 
allora 
v= (27i)") Santin 8(8-a) a (naz. 
x 
Ma 
Kg(v)(t) = -K[AU tu)! -tKAu, = tAKu 50 per ogni t, 
e così 
kv = (207)! Sa) B(B-2) Îkg(v)az = 0 
Y 
Segue che 


Ku(t) = Kv(t) + tKa, = -tAKu, = 0. 


In definitiva, 


Proposizione 1. Valgano le precedenti assunzioni su A,K,C e (Q). 


Sia u€ N(K) ADIAÉ), P{F(o,u_)+k(0)} E D(A), (11) e 


IE o) 340) 5 Z( Y130) | sufficientemente piccolo. 


Allora (P), ha una soluzione locale (u,p) tale che 


u', Aue CO [o,t;X], o<e<1. 


Osservazione. Se sE (o,u,) EL(Y3X) è una perturbazione di -A tale 
che -(A - 2É (0,0) resta un generatore di un semigruppo analitico in X, la assun 


zione sulla piccolezza di E (o,u ): (1,2) può essere evitata. 


Esempio. Consideriamo il problema 

au/at + (u,v)u - Au=k-Vq, in [o,t] x R", 

; : n 

divu=0 in [o,t]}xR, 

n 

u(o,x) = ul) , xeR, 
n22, u = (u)(t,%),....un(t,%)), t20, xeR", q= qlt,x), k= (k,(t,0) ak (t,%)). 

Sia p>n. 

xe i” 

_ _ g2>Pp N 
A=-A4 0, D(A) = (WP"(R)) 
F(u) = -(u,v)u , ue (w°*P(g"))". 


Posto P = operatore da proiezione su x, = chiusura di {u e(C°(R"))"; div u=0} 


in (eP(r"))", basterà verificare le proprietà di regolarità di 


1-31. 


G(u) = P(u,v)u. 
2sP/pl) a ' ; 
Ora, per pèn, W°"(R°) è un'algebra di Banach [2, p. 115] e 
[G(u+h)-G(u) - PCh,v)u-P(u,v)h ; LAI = 


= {P(h,w)hsLP] < cihsw] In, (w*P)" < con; (u?>P(e))"I, 


dove W denota lo spazio delle funzioni limitate da R" in sé con Ju;w]=suplu(x);R"|. 


Si è utilizzato il fatto che se a Cc R" ha la proprietà del cono [2, p. 66], 


ul>P(0) è immerso con continuità in cg(o) (secondo la definizione: u continua e 


limitata su 2). Inoltre, se U]sUpsh e (W°*P(R"))", poichè 
G'(u,)h = P(h,v)u,+P(u,;;7)h, i = 1,2, 
1{G'(u,)-6'(u,)}h;xX] S c.Ih.Y,l Juj-up5Y l#C2/u-upsY,l Insy,l= 
= Chuz-upiY 1 Ihv,l , Y; = Pa)", 
e quindi 


È IG'(u,)-6'(u,), L(Y OI s Chu -up;Y,l. 


Finalmente, se uE (w?>P(g"))", e È denota il laplaciano in LP(R"), D= w°>P(R"), 
allora 


® RI » ° 
divA(u,-..U,) = A (div(u,...,u,))» 
23P/pl\yN ' : «a 
e se UE (W°?F(R°)) , -(A-G (u;)) genera un semigruppo analitico. 


Applicazione 4. (Equazioni di Navier-Stokes: 2° approccio). 


I=32. 


Si considera (P), sotto l'assunzione che la restrizione di -PA = A; 


a N(K) sia il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico in 
N(K). 
Poichè P e £(X;N(K)), si possono applicare direttamente al problema 
(Pu)'(t) + A, (Pu)(t) = PEF(t,u(t))+k(t)}, Ostst, 
(Pu)(0) = u’ 


tutta la precedente argomentazione. 


Esempio. Sia 9 un dominio limitato di R" con la proprietà del cono e 


292 regolare. Si considera il problema di Stokes 


au/at + (u,v)u-Au = k-4p, in [o,t]x2, 
div = 0 in [0, t]x9, 
u=0 su [o,Tt]x99, 


ufo,x)=u (x) in o. 


E' noto [8, pp. 268-269] che PA ) è il generatore di un semigruppo olomorfo e 


N(K 


n ba n ly n 
IP(u,w)vi (L9(2))"] = chus(W*P(0))"] Iv; (W?P(2))"I, 
per ogni u,v e (wP(a))", se pò> n. 
Si ottengono, pertanto, condizioni sufficienti per la regolarità c° 


nel tempo su tutto [o,t], cioèo incluso, della soluzione u. Per metodi diversi, 


vedi [8,16]. 


Applicazione 5. I Teoremi 4 e 5 si applicano a problemi come 


u'(t) = -K(t)ult) + f(t,u(t)), ostst, 


dove Mt) è l'operatore in c(9) definito da operatori differenziali A(t,x,D), 
BL(t:y,D), k = 1,...,m, come in [14, pp. 300-303], [13] 


telo,t], xe, y€ 32, 2 aperto limitato regolare di R", e 


f(t,u)(x) = F(t,u(x), Du(x),:..,D°"u(x)), 


_ - - 2m,q 
Ostst , ueY, = fue C,(2), A(o,x,D)ueE c(2) 5 ULIVS (2)}, qn, 


2m 
pe cl) (to, t1xRxR"x...xR" Vi 


Vediamo i] caso m=n=1, 9 = ]J0,1[, A(0,-,D)u = -u"; 
f(t,uthfx) - F(t,u(x) = f(t,u(x)+h(x),u'(x)+h'(x),u"(x)+h"(x)) - 
=f(t,u(x),u'(x),u'(x)) implica 


f(t,u#h)(x)-f(t,u)(x) - FEE, (x) su (x) 0" (%))h(2) + 
1 


+ (tu) u' (x) su" (x))h' (x) + 2Î (1, 0(x) 0" 0%) "(x)" (2) = 
52 dE:g 


fr (E u(x) Em (x) su" (x) nh (x) su" x) nh" )dm - LO 1 = 
0) i 


fre Ezgt (ESA) (x "xt" CNC) + LE ("0094 LC) end 
(o) 1 2 3 
1 
= f tEÉ (e, utmbsu'+nh' su nh") - 2 (t,u,0',u")1h(x)dn 
(o) 1 5; 


f 
+ f CE (ts uembou en’ su%mh") - 2 (t,0,0" 10) h'(x)dn 
o e 


dE, 


fa DRÙ, utnh,u'+nh',u"+nh") - na (t,u,u',u")]h"(x)dn. 
0 TA 


Se u,heY, e Ih,Y,l <s é,si ha 


IFCt,u*h)-F(t,u)-1 1: C(B)I scIh; vl”. 


Analogamente, esiste 2 (t,u), e valgono le stime del tipo (K). Se vale (H) (ciò: 


cs; 


equivale a regolarità dei coefficienti) e, posto L(o)u, Ù 


x f(o,u (x) sus (x) us(x)) - (I#T'(0))v)(x) E2(L(0)), 
[se T'(o)v e 2 (L(0)), bastoni assumere che vo € 2(1(0)), cioè 


ue P(L(0)Î) e xef(osu_ (x) sus (x), u#(x)) eD(L(0))1 e se 


supE (osu (x) us (*) suo()) | è piccolo, j = 1,2,3, allora il Teorema 3si applica. 
Si ripete un analogo discorso, utilizzando i Teoremi 4 e 5, per il problema 
u'(t) = a(t,u(t)), ostst. 
[vedi, per impostazione simile, [3,4]]. 


Applicazione 6. In [17], W. von Wah] ha recentemente studiato la 


risolubilità globale di 


u' - f(4u) =0 f'>0, t20, xeacR" 


E' chiaro che il problema (di risolubilità locale) 


1-35. 
u' = f(A(t)u) =Ff:X+X 
u(o) = uf D(A(0)) 


può essere ricondotto al tipo qui descritto. Posto A(t)u = v, u'= f(A(t)u) di- 


venta 


Sa (A(t) Tv) = #0), 
e sev, 5 A(0)u.» scrivendo 
f(v) = f'(v)V + {f(v) - UMAZONZE 
le condizioni per applicare il Teorema 3 riguarderanno la famiglia di operatori 


f'(vA(t). Nel caso x = C(9), Lf'(v)A(t)u](x) = f'(v 0 0)A(t,x,D)u(x) e si capi- 
sce la condizione f' > 0. 
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